2.4.16  Grafy relaci s absolutnimi hodnotami

Predpoklady: 2102, 2402, 2403, 2404, 2405, 2412, 2413

Pedagogicka poznamka: Tato hodina nepatii do klasickych stfedoskolskych osnov. Je reakci
na fakt, Ze relace s absolutnimi hodnotami ziistaly jako reziduum starych ¢ast
v maturitnich otdzk4ch na nasi skole. Nezbyvd, neZ je studentim ukdzat. V piipadé
¢asového skluzu hodinu vynechdvam a proberu az s maturanty tésn¢ pied
maturitou.
Na druhou stranu je hodina velice hezka v tom, Ze si studenti mohou ov¢éfit, ze
pouzitim pravidel, kterd znaji, mohou vyfesit i pomérné komplikované priklady,
znacn¢ odlisné od toho, co znaji.
Za uspésné povazuji studenty, kteti vyresi prvni Ctyfi ptiklady. Zbyvajici dva jsou
bonbénkem pro olympioniky.

Pi.1: Nakresli graf relace L, I{[x, y] URXR;y< —|x+1|} .
' PoZadovana relace je podmnozinou kartézského souc¢inu R X R, ktery je zobrazen soustavou

. kartézskych soufadnic.
, tim ziskdme hrani¢ni ¢aru grafu relace L,

' Nejdfive nakreslime graf funkce y = —|x +1
Srafovdnim pak doplnime graf o body {[x, y] URXR;y< —|x + 1|} .
Kreslime graf funkce y = —|x+1| =—f (x +1) .Jako f (x) pouzijeme funkci y = |x| .

Zvolime x x.
Vypocteme x+1.

Nakreslime funkci y = f (x+1) = |x +1| .
Nakreslime funkci y =—f (x+1) = —|x+1| .

Graf funkce y = —|x + 1| zobrazuje body, pro které plati {[x, y] URXR;y= —|x + 1} , musime

pridat jesté body {[x, y] DRX Ry y <~[x +1

} , tedy body, jejichZ y-ova soufadnice je mensi nez

' bodli na grafu funkce. Mensi y-ové soufadnice znamend, Ze bod je nize = vysrafujeme oblast
. pod ¢érou grafu.
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Pedagogicka poznamka: N¢kteii studenti piiklad vyfesi bez dalsiho komentare. Jako prvni
napoveédu napisi na tabuli, Ze graf funkce y = —|x + 1| muzeme napsat jako

L, Z{[x,y]DRxR;yI—

x+ 1|} . Druhou radou je pokyn, aby studenti nakreslili

graf funkce y = —|x + 1| a pak premysleli nad tim, jak se zméni hledané body, kdyz
pfidame nerovnost.

Pr.2: Nakresli graf relace L, ={[x, y] UORXR;y= |x +1| —x} .

' Pozadovand relace je podmnoZzinou kartézského sou¢inu R X R, ktery je zobrazen soustavou
' kartézskych soufadnic.

- Nejdfive nakreslime graf funkce y = |x + 1| —x, tim ziskdme hrani¢ni ¢4ru grafu relace L,,
Srafovanim pak doplnime graf o body {[x, y] UORXR;y> |x + 1| - x}

Kreslime graf funkce y = |x + 1| -X.

- Zjistime nulovy bod absolutni hodnoty:

|x + 1| cx=-1

- : =

, -1 = dva intervaly

1) xD(—OO;—1> xS—1:>|x+1|=—x—1

y=|x+1|—x=—x—l—x=—2x—l
;2)xD<—1;00) x2—1:>|x+1|=x+1

y=|x+1|—x=x+1—x=1



Graf funkce y = |x + 1| —x zobrazuje body, pro které plati {[x, y] UORXR;y= |x + 1| —x} ,
musime ptidat jeSté body {[x, y] UORXR;y> |x + 1| - x} , tedy body, jejichZ y-ova soufadnice je

1 vétsi neZ bodu na grafu funkce. VEtsi y-ova soutadnice znamend, Ze bod je vy§ =
. vySrafujeme oblast nad ¢drou grafu.

Pedagogicka poznamka: S druhym piikladem nebyvaji problémy. Pokud se vyskytnou,
tykaji se konstrukce grafu funkce y = |x + 1| —x . Takovym studentiim pfipomindm,

Ze neselhala logika, ale pamét.

Pr.3: Nakresli graf relace L, ={[x, y] ORXR;

o>

Pozadovana relace je podmnoZzinou kartézského soucCinu, ktery je zobrazen soustavou
» kartézskych soufadnic.

Problém: Zapis relace obsahuje |y| . Graf funkce y = |x| umime nakreslit ihned =
odstranime absolutni hodnotu y, abychom mohli fesit ptiklad ve dvou krocich.

- Zjistime nulovy bod absolutni hodnoty: |y| :y=0

'
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, 0 = dva intervaly
D yO (—00;0> y<0=> | y| =-y kreslime pod osou x (zelené pozadi)

-y > |x| = y< —|x| vySrafujeme oblast pod grafem (y-ova soufadnice ma byt mensi)

2) y EI<O;00) y20=> | y| =y kreslime nad osou x (modré pozadi)



vySrafujeme oblast nad grafem (y-ova soufadnice ma byt vétsi)

Grafy funkci y = |x| ay= —|x| jsou vytazeny ¢arkované, protoze jejich body do relace
nepatii.
Dodatek: Ptiklad je mozné feSit i zpaméti:
|x| je vzdéalenost bodu ve sméru osy x od pocatku (tedy vzdéalenost bodu od osy y),
| y| je vzdalenost bodu ve sméru osy y od pocatku (tedy vzdalenost bodu od osy x),

= | y| > |x| - hleddme body, které jsou od osy x vzdélené vice nez od osy y.

Pedagogicka poznamka: Hodn¢ se snazim o to, aby si studenti pii odstranovani

]
uvédomovali, Ze jde o naprosto stejny postup jako pfi odstranovani |x| .

Nektefi studenti maji potiZe se smifit s tim, Ze v horni poloving se graf chova jinak
nez v dolni. Doporucuji jim vzit si dva konkrétni body a ovéfit si s jejich pomoci,
Ze graf je v horni 1 spodni poloving vySrafovan spravné.

Pr.4: Nakresli graf relace L, ={[x, y] ORXR;

x—l|+|y|24}.

- Piiklad vypadd sloZit&ji nez predchozi. PfepiSeme si podminku do tvaru, ktery je podobn&;jsi
' tomu, co jsme dosud fesili: [x~1|+|y|=4 = |y|=4~|x~1| = fakticky stejny ptiklad jako

predchozi = odstranime |y| stejné jako v predchozim piikladu.

Zjistime nulovy bod absolutni hodnoty: | y| :y=0

'
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. 0 = dva intervaly

D yO (—00;0> y<0=> | y| ==y kreslime pod osou x (zelené pozadi)
C-yz4-|x-1 /1)

L y< |x - 1| -4 vySrafujeme oblast pod grafem funkce y = |x - 1| —4 (y-ova soufadnice

- md byt mensi nebo rovna)
2)y EI<O;00) y20=> | y| =y kreslime nad osou x (modré pozadi)



Cy=4 —|x —1| = —|x —1| +4 vySrafujeme oblast nad grafem funkce y = —|x —1| +4 (y-
- ovd soufadnice mé byt vetsi)
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Konec¢ny vysledek:

Pr.5: Nakresli graf relace L, ={[x, y] LORXR;

feSeni odhadni vysledek.

x+1|+2|y=2|<4} . Jests pred zatitkem

- Odhad vysledku:
Srovname aktudlni a pfedchozi piedpis: |x + 1| + 2|y - 2| <4 a |x - 1| + |y| >4 =

- opét pljde o koso¢tverec se sttedem v bodé& [—1; 2] , ktery bude mit vySrafovany vnitiek.
Kosoctverec bude Sirsi nez vyssi.

PrepiSeme si podminku do tvaru, ktery je podobnéjsi tomu, co jsme dosud fesili:

a1 +2]y-2|<4 = 2]y-2/<d-|x+]

i 1 . . : .

5 | y-— 2| <2 —E|x + 1| = fakticky stejny piiklad jako predchozi = odstranime | y- 2| stejné
jako v predchozim piikladu | y| .

Zjistime nulovy bod absolutni hodnoty: | y- 2| : y=2
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| 2 =>dva intervaly
1y EI(—OO;2> y=2<0=|y-2/=-y+2 kreslime pod ptimkou y =2 (zelené pozadi)



—y+2£2—%|x+1|

ys=ole] /)
y 2 %|x + 1| vysrafujeme oblast nad grafem funkce y = %|x + 1| (y-ova soufadnice

ma byt vétsi nebo rovna)
2) yO(2e) y-220=|y-2|=y-2 kreslime nad ptimkou y =2 (modré pozadi)

y—2£2—%|x+1|

y<4 —%|x + 1| vySrafujeme oblast pod grafem funkce y <4 —%|x + 1| (y-ova

© soufadnice m4 byt mens$i nebo rovna)

Konec¢ny vysledek:

y—1|+y+|x+2|—2x—720}.

Pr. 6: Nakresli graf relace L I{[x, y] ORXR;

. Predpis obsahuje absolutni hodnotu s x i y, stejné tak ob€ nezndmé mimo absolutni hodnotu
i = musime rozdé&lit intervaly u obou proménnych.



Zjistime nulové body absolutnich hodnot: or

|x+2|: x==2
“ -f2 =
|y—1|: y=1
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= Ctyfi kombinace =
plocha grafu se rozpadne na Ctyfi ¢asti

51) x0(=o0;=2) Oy O(~o0;1) XS-2=|x+2|=-x-2
y =i+ y |2 =20 =T = -y +1+ y-x-2-2x-720
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2) XD(_OO;_2>D)’D<1§°°) xS—2:>|x+2|:—x—2
y-1+y 2 -2x=T=y-1+y-x-2-2x-720

- 2y-3x-10=0

§2y23x+10

; 3
P y=2—x+5
I y 2

yS1:>|y—1|=—y+1

yzl=|y-1=y-1



3) xD<—2;00)E|yD(—oo;1>

x2—2:>|x+2|=x+2

y =1y |2 -2x=T =y +l+y+x+2-2x-720

;—x—420

4) x[l<—2;00)[IyD<1;oo)

Xx2-2=|x+2|=x+2

;|y—ﬂ+y+h+ﬂ—2x—7:y—1+y+x+2—2x—720

§2y—x—620
- 2y2x+6
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yslzﬂy—ﬂ=—y+1

yzl=|y-1=y-1



- Kone¢ny vysledek:

b
i +-2

Shrnuti: Pokud umime nakreslit grafy funkci, je mozné kreslit i grafy relact, které se
pomoci funkei vyjadiuji.



